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1 Prawdopodobienstwo klasyczne

Rachunek prawdopodobienstwa ma na celu opisanie za pomoca Scistych
matematycznych narzedzi pewnych zjawisk, ktére nie wykazuja charakterystycz-
nych prawidtowosci. Najczesciej przywolywanymi przekladami zastosowania me-
tod probabilistycznych sa gry hazardowe. Obecnie, niezwykle dynamicznie roz-
wijajacy sie rynek instrumentéw finansowych oraz kontraktéw ubezpieczenio-
wych znaczaco wplynal na kierunek rozwoju nowoczesnej probabilistyki. Ponizej
przedstawimy pewne podstawowe koncepcje zwiazane z probabilistyczna analiza
kontraktéw terminowych. Bedziemy sie w miare naszych mozliwoéci odwotywadé
do intuicji czytelnika baczac aby nie wprowadzac niepotrzebnych formalizméw.

Postuzymy sie nastepujacym przykladem

Przyklad 1 Weimy pod vwage pewien instrument finansowy, ktéry wyplaca
ustalong ilos¢ pieniedzy Z w przypadku zajscia pewnych okolicznosci oraz inng
ilo$¢ jednostek pienieznych P w przeciwnym przypadku. Zalozmy ponadto, Ze
mamy pewng informacje na temat szansy z jakq zajs¢ mogq owe okolicznosci.
Naszq wiedze reprezentowaé bedziemy za pomocg prawdopodobienistwa z jakim w
przysztosci mozemy otrzymac Z jednostek pienieznych z rozwazanego instrumen-
tu finansowego, oznaczmy to prawdopodobienstwo przez p,. Oczywiscie zgodnie z
naszq ituicjq szansa, ze otrzymamy P jednostek pienieznych wynosi 1—p,. Dla
ustalenia vwagi bedziemy postugiwaé sie nastepujgcym schematem: Sprzedajgcy
instrument finansowy rzuca koscig szescienng i jesli wypadng dwa lub trzy oczka
to wyplaca Z jednostek za$ w przeciwnym przypadku wyplaca P jednostek wow-
czas p, = 1/3. Zastandwmy sie jakq cene mozemy zaplacié za ten instrument
posiadajgc takg wiedze. Naturalnie przeprowadzamy nastepujgce rozumowanie:

zgodnie z naszym przekonaniem mozemy (pewnym sensie $rednio) otrzymad
pZ+(1-p,)-P:=C

jednostek pienieznych. Zatem skionni jestesmy za ten instrument zaplacié Cp <
C. Patrzqc ze strony sprzedajgcego, ktory chce na tej transakcji zarobié, jest on
sktonny ten instrument sprzedaé za C' < Cy jednostek pienieinych. Zauwazmy
zatem, ze z punktu widzenie zaréwno kupujgcego jak i sprzedajgcego C jednostek

pienieznych jest uczciwg cena rozwazanego instrumentu.

Postarajmy sie sformalizowa¢ powyzsze rozumowanie. W tym celu wpro-

wadZmy nastepujace definicje.

Definicja 1 Niech bedzie dany pewien niepusty zbior ) powiemy, ze zbidr
ten jest przeliczlny jesli istnieje pwena funkcja odwzorowujgca wazjemnie jed-

noznacznie zbior Q na pewien podzbior zbioru liczb naturalnych. Inaczej rzecz



ugmuggce zbior przeliczlny jest to taki zbior, ktorego wszystkie elementy mozemy

ustawi¢ w ciqgg- skonczony lub nie.

Definicja 2 Niech bedzie dany pewien niepusty przeliczalny zbior  oznaczmy
przez 22 rodzine jego podzbioréw, wéwczas funkcje P : 2% — [0,1] spelniajgcq

nastepujgce warunki:
1. P(2)=1

2. P(AlUAQUAgU...):P(A1)+P(A2)+P(A3)+,,,
,gdzie AynA; =0 dlai+j

Zbior Q nazywamy zbiorem zdarzen elementarnych zas elementy rodziny jego

podzbiorow nazywamy zdarzeniami.

Intuicyjnie rzecz ujmujac zdarzenia elementarne to najmniejsze ”klocki”
z jakich budujemy nasz model (w powyzszym przykladzie bedzie to wynik poje-
dynczego rzutu koscia) a zdarzenia to obiekty z tych ”klockéw” zbudowane (w
naszym przykladzie to beda dwie wykluczajace si¢ okolicznosci: pierwsza- na
kostce wypadna dwa lub trzy oczka oraz druga- na kostce wypadnie jedno, czte-
ry, pie¢ lub szes$é oczek). Zauwazmy, ze w naszym modelu wszystkie zdarzenia

elementarne sa jednakowo prawdopodobne a zatem mamy

1 1
pa=3 =22 =P +P((3)

oraz

1= =2 =4(3) = P+ PUAD + PA3) + P((6)

, uogélniajac powyzsze w przypadku kiedy wszystkie zdarzenia elementarne sa
jednakowo prawdopodobne postuzyé mozemy sie nastepujacym schematem li-
czenie prawdopodobienstwa: Prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia jest ilo-
czynem prawdopodobienstwa zdarzenia elementarnego oraz iloéci zdarzen ele-
mentarnych wchodzacych w sklad danego zdarzenia. Zauwazmy pewna jakoscio-
wa zmiane rozumowania jakiej dokonaliémy w rozwazanym przyktadzie. Niepew-
no$¢ w modelu opisana byla przez rzut koscia zas z tym rzutem powigzaliSmy
wyplate z instrumentu finansowego w nastepujacy sposéb: {1,2,3,4,5,6} —%
{Z,P},f(2)=f3)=Z,f(1)=f(4) = f(5) = f(6) = P oczywiste jest wiec, ze
funkcja X przyjmuje dwie wartosci P oraz Z, ponadto prawdopodobienstwo, ze
funkcja X przyjmie warto$¢ Z jest réwne prawdopodobienstwu, ze wypadna dwa
lub trzy oczka, czyli P(X = Z2) = % oraz analogicznie P (X = P) = % Ujmijmy

nasze spostrzezenia w definicji

Definicja 3 Niech Q) bedzie skoriczonym zbiorem zdarzen elementarnych oraz

p funkcjq prawdopodobienstwa na tym zbiorze. Funkcje X : Q - R nazywamy



zmienng losowq. Z funkcjqg prawdopodobieristwa p lgczymy pewng inng funkcje
P, ktdra jest funkcja prawdopodobienistwa na R w nastepujacy sposéb P (X =a) =
p(X7' (a)), gdzie X' (a) oznacza przeciw obraz zbioru jednoelementowego zlo-
zonego z elementu a. Funkcje P nazywamy rozkladem prawdopodobienstwa zmien-

nej losowej X.

Przykltad 2 Rozwazmy teraz w tym samym modelu co w poprzednim przykla-
dzie przypadek gdy Zy = 5, Py = =5 oraz przypadek gdy Zs = 500, P2y = =500
wowczas sprawiedliwa cena za oba instrumenty wynosi 0 jednak intuicyjnie rzecz

ujmujge mozemy wiecej stracié (réwniez zyska) wybierajgc drugi przypadek.

Postarajmy sie bardziej systematycznie podej$¢ do powyzszego przyktadu

wprowadzajac definicje

Definicja 4 Niech X bedzie zmienng losowg przyjmujgecg skoriczong bgdZ prze-
liczalng ilo$é wartodci (x1,xa,...) o danym rozkladzie P. Wartoscig oczekiwang

zmiennej X nazwiemy liczbe
E(X) =) x *p
k=1

Uwaga 1 Czytelnik zechce sprawdzié, Ze uczciwa cena instrumentu finansowe-
go jest istotnie réowna wartosci oczekiwanej pewnej zmiennej losowej oraz zin-
terpretowac drugi z przytoczonych przykladow kontekscie warto$ci oczekiwanej

zmiennej losowej (X - E (X)) w obu praypadkach i poréwnaé wyniks.

2 Prawdopodobienstwo geometryczne

W poprzedniej sekcji rozwazaliSmy prawdopodobienstwa na przeliczal-
nych badz skonczonych zbiorach. Niektére zastosowania probabilistyki wyma-
gaja rozwazania funkcji prawdopodobienstwa na nieprzeliczalnych zbiorach zda-
rzen elementarnych. Czytelnik moze sie¢ z tatwoécia przekonaé, ze nie mozna w
sposob identyczny jak w poprzedniej sekcji zdefiniowaé prawdopodobienstwa na
nieprzeliczalnych zbiorach. Aparat matematyczny potrzebny do podania prawi-
dlowych definicji wykracza poza ramy tych notatek wiec intuicje potrzebna do

tego zilustrujemy na przyktadzie.

Przyktad 3 W wiekszosci kalkulatoréw dostepna jest funkcja pozwalajgca na
losowe wybieranie liczby z przedzialu [0,1] jesli postepowaé bedziemy zgodnie
ze schematem z poprzedniego paragrafu to staniemy przed problemem policze-
nia wszystkich liczb w tym przedziale. Zgodnie z teorig mnogosci jest to niestety
zadanie niewykonalne, gdyz przedzial ten nie jest rownoliczny ze zbiorem wszyst-

kich liczb naturalnych. Mozemy jednak postqgpié w nastepujgcy sposéb: Wezmy



przedzial [0, [ fracl2] rozumiemy, ze prawdopodobieristwo, zZe wybrana przez kal-

kulator liczba bedzie w tym przedziale wynosi %, 1dgc dalej prawdopodobienstwo,

ze wybrana przez kalkulator liczba bedzie przedziale [O,%] WYNOSi 4—11 1 ogolniej

prawdopodobienstwo, ze wybrana przez kalkulator liczba bedzie przedziale [0, 2%]
wYNosi Zl jezeli uznamy ciqg takich oraz krotszych przedziatow za pewien pod-
zbior zbioru zdarzen za pomocq ktorych okreslaé bedziemy prawdopodobienstwa
dla wszystkich innych podprzedzialow przedziatu [0,1] to zavwazymy z latwoscig,

ze prawdopodobienstwo dowolnego podprzedzialu réwne jest jego diugosci.

Uogdlniajac spostrzezenie z poprzedniego przykladu wprowadzmy defi-

nicje prawdopodobienstwa geometrycznego.

Definicja 5 Niech Q bedzie pewnym podzbiorem prostej lub plaszczyzny o skori-
czonej dlugosci lub objetosci oraz niech A bedzie dowolnym podzbiorem zbioru
Q. Wowczas prawdopodobienstwem geometrycznym zbioru a nazywamy stosunek
objetosci (bgdZ dlugosci) do objetosci (badZ dlugosci) zbioru Q, czyli jesli ozna-
czymy przez \ funkcje przypisujgcq dlugosé podzbiorom prostej oraz objetosé w
przypadku podzbioréw plaszczyzny to mamy zaleinosc:

A(4)



